
灵活处理参变量,巧用线性规划思想

■毛蓉青

  常规的线性规划题型是利用题中给出的

二元一次的约束条件和目标函数,求目标函

数的最值或者取值范围。但是高中数学的学

习与初中数学的学习一个重要的区别是变量

变多了,初中以前自己习惯于每一步都算出

一个数字,心理才会踏实。如果算出一个字

母,则内心的安全感就没有了,恐惧感上升。

但是从高中起我们要学会与变量打交道,很

多题目中会出现我们不太喜欢的变量,要学

好高中数学就得好好地玩转变量。下面我就

以几道数学题目为例谈谈我将多元、高次非

线性约束条件和目标函数,进行灵活变形,转

化为可以利用线性规划的一些做法供大家赏

析。

例1 y=x4+ax3+bx2+ax+1与x
轴有交点,求a2+b2 的取值范围?

解:这个题目简洁,但是变量却不少。首

先我们将y=x4+ax3+bx2+ax+1与x 轴

有交点这个几何问题转换成代数式即:0=

x4+ ax3 + bx2 + ax + 1 ⇒

x2 x2+ax+b+
a
x+

1
x2( )=0,因为 x2≠0,

所以x2+ax+b+
a
x+

1
x2=0, (1)。

此处我们用改变主元法,将方程(1)视为

以 a,b 为 变 量,x 为 参 数 的 直 线。即

ax+
1
x( )+b+ x2+

1
x2( )=0。所以目标函

数范围的求解可以理解为该直线到原点距离

的范围。显然:a2+b2≥
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, (2)。(2)式 可 视 为

 图1

( 1+t2,t2)到

(0,2)的斜率,根

据线性规划的思

想。令:v=t2≥

4,u= 1+t2≥

5,k=
v-2
u ≥

4-2
5
。将(2)式

通过经典的线性

规划方 法 得 到 其 答 案。所 以 a2+b2 ≥

t2-2
1+t2

≥
4-2
1+4

=
2
5
,所以a2+b2≥

4
5
。

回顾问题的解决,第一个关键点是将条

件方程的主元变换,如果按常规思想将x 视

为未知数将a,b视为参数(系数)那么问题将

比较复杂是一个4次函数,如果我们避开这

个难点将x 视为参数(系数)将a,b 视为未

知数那么这个方程就变成了一个大家熟悉的

二元一次线性方程;第二个关键点是将不能

直接用线性规划的问题,借用线性规划的思

想。把一个分式最值的求解问题转换为限定

范围的抛物线上的点到原点的直线斜率。

例2 a2-2b 满足什么条件,y=x2+

ax+b与x 轴的交点分布在[0,1]?

解:y=x2+ax+b 与x 轴的交点分布

在[0,1]这个几何问题转换成代数式:Δ=b2

-4ac=a2-4b>0, (1),0<x对称轴=-
a
2

<1⇒-2<a<0, (2),f(0)≥0⇒b≥0, 
(3),f(1)≥0⇒1+a+b≥0, (4),由(2),

(3),(4)可得:
b>0,

0<a2<4。{
以上是大家常见的处理一元二次不等式

的方法,但是下面的步骤就与常规方法不同,

如果按常规方法,我们是无法再利用线性规

划的,因为目标函数不是一次,但是我们仔细
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观察条件不等式和目标函数,会发现如果将

a2=t等效为一个新的参量而不改变其限定

的范围,则条件不等式和目标函数就都转换

为线性规划的形式,从而使问题得到解决。

 图2

令 a2=t,则

原问题就转换为:

已知t-4b>0,

b>0,4>t>0条

件下,t-2b 的范

围。由常规线性规

划的 方 法 可 以 得

到:t-2b∈(0,4),

如图2。

例3 已知5c

-3a≤b≤4c-a,clnb≥a+clnc,求
a
b

的范

围。

解:由题目条件我们可以挖掘出c>0的

隐含条件,我们将已知不等式的两边同时除

以c,即将三个参变量的不等式转换成两个

参变量的不等式。即5c-3a≤b≤4c-a, 

(1),clnb≥a+clnc, (2)。令
b
c=x

,a
c=

y。(1)(2)可以转化成如下形式:5-3y≤

x≤4-y, (3),lnx≥y, (4)。

通过除以c这个代数上的等效处理,将

线性规划不能处理的(1)(2)问题转化为常见

的线性规划问题(3)(4)。借用线性规划的思

想:a
b=

y
x

的范围可以转化为在不等式约束

下的点与原点所连直线的斜率的范围。由经

典解线性规划的方法可以得到
a
b∈

1
7
,1
8( )。

由以上三个例题的求解过程,我们可以

意识到:简单的线性规划蕴含着深刻的数形

结合的思想,是我们处理复杂不等式问题的

利器,我们要惯于和善于利用这种方法,为此

我们要将多参变量减元,灵活地将参变量进

行化简变换,使之能够利用线性规划,或类似

线性规划来解题。
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例4 正数a、b、c、x、y、z满足a+x=b

+y=x+z=k,求证:ay+bz+cx<k2。

分析:本题由a+x=b+y=c+z=k联

想到构造三角形AB=BC=CA=k,如图5

 图5

所示,再由面积之间的

关系可以证明。

证明:如图5,在边

长为k 的等边三角形

ABC中,令AB=a+x,

BC=y+b,CA=c+z。

因为S1+S2+S3

<S△ABC,即
3
4ay+

3
4bz+

3
4cx<

3
4k2,所

以ay+bz+cx<k2。

例5 设a,b,c都是正实数,求证:

a2+c2- b2+c2 ≤|a-b|。

证明:a=b时,显然成立,由于a,b的地

位相同,不妨假设a>b,这时要证的不等式

转化为 a2+c2- b2+c2≤a-b。

 图6

如图 6作 △ABC,

CA=CB,CD 为 底 边

AB 上的高,E 为CD 上

的一 点,使 得 CD=a,

ED=b,AD=DB=c,

由勾股定理得:CA=CB

= a2+c2,EB= b2+c2。又CE=CD-

ED=a-b。在△CBE 中,CB-EB<CE,

即 a2+c2- b2+c2 <a-b。综上,命题

得证。

应用:已知0<a<1,0<b<1,求证:

 图7

a2+b2 +

(a-1)2+b2 +

a2+(b-1)2 +

(a-1)2+(b-1)2

≥22。

提示:构造图7,

不难得证。
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